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摘要：由于固液界面双电层的作用，矩形微流道中的压力驱动流存在电动效应。矩形微流道截面上双电层场和速度场

的控制方程分别是二维ＰｏｉｓｓｏｎＢｏｌｔｚｍａｎｎ方程和修正ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程。应用有限控制容积法对控制方程进行了数

值求解，并计算了压力梯度与雷诺数之间的关系，模型预测值与试验值之差在５％之内。相同尺寸的微流道中，考虑电

动效应的模型预测液体摩擦系数的值大于宏观流体理论中液体摩擦系数的值，且电解质溶液浓度越低，摩擦系数偏离宏

观流体理论值越大。
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１　引　言

　　 微机电系统 （ＭＥＭＳ）和纳米机电系统

（ＮＥＭＳ）
［１］，如微泵［２３］、散热片［４］、热交换器［５］、

芯片实验室诊断设备［６］和药物输送系统［７］中普遍

存在微流控现象。各种微流控系统中均需要将所

需的液体从流道的一个位置驱动到另一各位置，

压力驱动流是微流控芯片［８］中最常使用的驱动控

制方法之一，该方法通过压力驱动流道内流体流

动。与各种专门的微流控系统构型有关，流道的

截面形状不尽相同。目前国内在微流体方面的研

究没有涉及到矩形流道内压力驱动流的流体流动

特性分析，所进行的仿真研究仅涉及两平板间的

一维流动。由于现代微加工技术中加工的流道多

为矩形，近年来人们开始对矩形流道中的微流体

特性进行研究。

微尺度下，表面积体积比率变大，表面效应

对微流体的影响占主导地位［９］，由于固液界面双

电层的作用而产生的感应电动势在微流道流体输

送中起着重要作用［１０］。研究表明，微流道中流体

的流动特性经常偏离传统流体理论［１１］。为了提

高微机电系统的性能，改善其设计能力，研究微流

道中流体的流动特性是十分有必要的。本文将矩

形微流道内固液界面上双电层场和感应电动效

应产生的源项引入传统动量方程，通过求解矩形

微流道中完全发展压力驱动流的控制方程，数值

模拟研究电动效应对微流道中流体流动特性的影

响。

２　数学模型

２．１　矩形微流道中的双电层场

当分散体系表面带电时，还会吸引与表面电

荷相反的水溶液中的离子在其周围，以使整个体

系成为电中性，这样就构成了双电层。矩形微流

道中的双电层场为二维场，此二维双电层场将影

响矩形微流道中的流场。矩形微流道的几何形状

如图１所示
［１２］，其宽为２犠，高为２犎，长为犔。

矩形微流道的宽为２犠，高为２犎，长为犔。

根据静电学理论，电势ψ（狓，狔）和单位体积内的静

电荷密度ρｅ 之间的关系可由二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程

描述：

图１　两平行硅板形成的矩形微流道的几何形状

Ｆｉｇ．１　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｍｉｃｒｏｃｈａｎｎｅｌ

ｆｏｒｍｅｄｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｐａｒａｌｌｅｌｓｉｌｉｃｏｎｐｌａｔｅｓ


２

ψ
狓

２＋

２

ψ
狔

２＝－
ρｅ

εｒε０
， （１）

式中：εｒ是相对介电常数，本文中，εｒ＝８０；ε０ 是真

空介电常数。

假设电解质溶液中单位体积内离子浓度服从

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ分布：

狀犻＝狀犻∞ｅｘｐ（－
狕犻犲ψ
犽ｂ犜

）， （２）

式中：狀犻∞是电解质溶液的离子浓度；狕犻 是第犻种

离子的离子价；犲是电子所带的电荷量。

单位体积内的静电荷密度ρｅ为：

ρｅ＝∑狀犻狕犻犲＝犲∑狕犻狀犻∞ｅｘｐ（－
狕犻犲ψ
犽ｂ犜

），（３）

对于ＫＣｌ（狕＋∶狕－＝１∶１）溶液，式（３）具体

为：

ρｅ＝犲∑狕犻狀犻∞ｅｘｐ（－
狕犻犲ψ
犽ｂ犜

）＝－２犲狀∞ｓｉｎｈ（
犲ψ
犽ｂ犜

），

（４）

将上式代入方程（１），得到 ＰｏｉｓｓｏｎＢｏｌｔｚ

ｍａｎｎ方程：


２

ψ
狓

２＋

２

ψ
狔

２＝
２犲狀∞
εε０
ｓｉｎｈ（

犲ψ
犽ｂ犜

）， （５）

通过引入以下无量纲变量将ＰｏｉｓｓｏｎＢｏｌｔｚ

ｍａｎｎ方程及其边界条件进行无量纲化

珚狓＝
狓
犇犺
，珔狔＝

狔
犇犺
，珔ψ＝

犲ψ
犽ｂ犜

式中：犇犺 是液力直径，图１所示的矩形微流道的

液力直径为

犇犺＝
４犃犮
犘狑

＝
４犎犠
犎＋犠

其中，犃ｃ是流道截面面积；犘狑 是流道截面周长。

将以上无量纲变量代入方程（５），得到无量纲
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ＰｏｉｓｓｏｎＢｏｌｔｚｍａｎｎ方程：


２珔
ψ
珚狓

２＋

２珔
ψ
珔狔

２＝κ
２犇２犺ｓｉｎｈ（珔ψ）， （６）

式中：κ是ＤｅｂｙｅＨｕｃｋｌｅ参数，κ
－１通常叫做双电

层的特征厚度，定义为

κ
－１＝

２犲２狀∞
εε０犽ｂ（ ）犜

－１／２

假设微流道中电势场是对称的，则方程（６）在

１／４矩形横截面上服从以下无量纲边界条件：

珚狓＝０，
珔ψ
珚狓
＝０和珔狔＝０，

珔ψ
珔狔
＝０， （７）

珚狓＝
犠
犇犺
，珔ψ＝珔ζ和珔狔＝

犎
犇犺
，珔ψ＝珔ζ． （８）

其中，珔ζ＝犲ζ／（犽ｂ犜）是流道壁上的无量纲ζ电势。

２．２　矩形微流道中的流场

将双电层效应产生的源项引入传统 Ｎａｖｉｅｒ

Ｓｔｏｋｅｓ方程，则ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程可以修正为：

ρ［
狌

狋
＋狌·狌］＝－犘＋μ

２狌＋ρ犲犈狕， （９）

·狌＝０． （１０）

式中：狌是速度矢量；μ是动力学粘度，本文中μ＝

９×１０－４ｋｇ·ｍ
－１·ｓ－１；ρ是液体的密度；犈狕 是微

流道中的感应电场强度。

假设流动是二维、稳态、完全发展流，则速度

分量分别为狌＝狌（狓，狔）和狏＝狑＝０，方程（９）左边

的惯性项狌·狌和时间项
狌

狋
为零。外加压力只

是狕的函数，因此压力梯度是常数，其定义为：

－
ｄ犘
ｄ狕
＝
Δ犘
犔

其中，负号“－”表示压力沿流道方向下降。

如果忽略重力，那么只有静电荷受到感应电

场的作用产生的电场力，即犉＝ρｅ犈狕。运动方程

可简化为：


２狌

狓
２＋

２狌

狔
２＝
１

μ

ｄ犘
ｄ狕
－
１

μ
犈狕ρｅ， （１１）

２．３　矩形微流道中的感应电动场

从方程（１１）可以看出，只有当感应电场强度

犈狕 已知时，速度场才可以计算出来。这种由感应

电场强度沿流道方向建立起来的稳态电势差叫做

电动电势（或流动电势）。在没有外加电场强度的

情况下，当液体在外部压力的作用下进入微流道

时，双电层的扩散层中的抗衡离子被带到下游，从

而产生电流，这种电流称为流动电流，与压力驱动

流方向相同。与流动电流相对应产生的电势叫流

动电势。流动电势驱动双电层的扩散层中抗衡离

子运动产生电流，这种由流动电势产生的电流叫

做传导电流，它的运动方向与流动电流的方向

相反。

通常沿流道轴向的净电流犐ｎｅｔ是流动电流犐ｓ

和传导电流犐ｃ的代数和。稳态情况下，净电流为

零，即传导电流与流动电流数值相等，方向相反，

可表示为：

犐ｓ＝－犐ｃ， （１２）

考虑到对称性，矩形流道中的流动电流犐ｓ可

表示为：

犐ｓ＝４∫
犎

０∫
犠

０
狌（狓，狔）ρｅ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔， （１３）

微流道中的传导电流由两部分组成［１３］：由于

流体的传导性而产生的传导电流犐ｃｂ；由于双电层

表面传导性而产生的表面传导电流犐ｃｓ。因此流

道中的总传导电流犐ｃ可表示为：

犐ｃ＝犐ｃｂ＋犐ｃｓ＝λ０犈狕犃犮＋λｓ犈狕犘狑＝４λ１犈狕犎犠 ，

（１４）

式中：λ０ 是电解质溶液的电导率；λｓ 是表面电导

率。

总电导率可由下式表示：

λｔ＝λ０＋λｓ
犘狑
犃ｃ
＝λ０＋λｃ

犎＋犠
犎犠

将式（１３）和（１４）代入式（１２），得到感应电场

强度为：

犈狕 ＝－
４∫

犎

０∫
犠

０
狌（狓，狔）ρｅ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

λｔ犎犠
， （１５）

２．４　无量纲犖犪狏犻犲狉犛狋狅犽犲狊方程

定义参考雷诺数犚犲０＝ρ
犇犺犝

μ
，引入无量纲参

数如下：

珔狌＝
狌
犝
，珔狕＝

狕
犇犺犚犲０

，珚犘＝
犘－犘０

ρ犝
２
，

珚犘

珔狕
＝
犇犺犚犲０

ρ犝
２

犘

狕
，珚犈狕＝

犇犺犚犲０

ζ０
犈狕

式中：犝 是任意参考速度，本文中犝＝１ｍ／ｓ；犘０

是参考压力；ζ０ 是参考电动电势。

应用以上无量纲参数，将方程（４）代入方程

（１１），得到无量纲运动方程为：


２珔狌

珚狓
２＋

２珔狌

珔狔
２＝
ｄ珚犘
ｄ珔狕
＋
２狕犲狀∞ζ０

ρ犝
２
珚犈狕ｓｉｎｈ（珔ψ），（１６）

无量纲感应电场强度为：
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珚犈狕＝
犇犺犚犲０

ζ０

２狕犲狀∞犇
２
犺犝

λｔ犎犠 ∫
犎
犇
犺

０∫
犠
犇
犺

０

珔狌ｓｉｎｈ（珔ψ）ｄ珚狓ｄ珔狔，

（１７）

将方程（１７）代入方程（１６），定义一个新的无

量纲参数 犕＝
４狕２犲２狀２∞犇

４
犺

μλｔ犎犠
，可以得到以下无量纲

运动方程：


２珔狌

珚狓
２＋

２珔狌

珔狔
２ ＝

ｄ珚犘
ｄ珔狕
＋犕ｓｉｎｈ（珔ψ）∫

犎
犇
犺

０∫
犠
犇
犺

０

珔狌ｓｉｎ犺（珔ψ）ｄ珚狓ｄ珔狔，

（１８）

在１／４矩形横截面上方程（１８）服从以下无量

纲边界条件：

　　珚狓＝０，
珔狌

珚狓
＝０和珔狔＝０，

珔狌

珔狔
＝０， （１９）

　　珚狓＝
犠
犇犺
，珔狌＝０和珔狔＝

犎
犇犺
，珔狌＝０， （２０）

其中，式（１９）和（２０）分别是对称边界条件和无滑

动边界条件。

矩形微流道中的流量为：

犙＝４∫
犎

０∫
犠

０
狌（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝４∫

犎

０∫
犠

０

珔狌（珚狓，珔狔）犝ｄ狓ｄ狔，

（２１）

平均速度为：

狌ａｖｅ＝
犙
犃ｃ
＝
犙
４犎犠

， （２２）

３　数值方法

　　方程（６）是二维、二阶非线性偏微分方程，不

易求得其解析解。假设ψ很小，当｜珔ψ｜＜１时，

ｓｉｎｈ（珔ψ）≈珔ψ成立。则方程（６）可简化为：


２珔
ψ
珚狓

２＋

２珔
ψ
珔狔

２＝κ
２犇２犺珔ψ ， （２３）

以上简化就是古典 ＥＤＬ理论中的线性 Ｄｅｂｙｅ

Ｈｕｃｋｅｌ近似
［１４１５］。室温下，当ψ＜２５ｍＶ时，线

性ＤｅｂｙｅＨｕｃｋｅｌ近似是有效的
［１４］。实际上，大

多数固液界面上的表面静电势都高于２５ｍＶ，应

用线性ＤｅｂｙｅＨｕｃｋｅｌ近似法求解二维、二阶非

线性ＰｏｉｓｓｏｎＢｏｌｔｚｍａｎｎ方程是不可行的。本文

应用帕坦卡［１６］提出的数值算法求解方程（６）。求

解过程如下：

首先将方程（６）右边的非线性源项线性化如

下：

犛＝κ
２犇２犺ｓｉｎｈ（珔ψ

（犽＋１）
犻，犼 ）＝犛犮＋犛狆珔ψ

（犽＋１）
犻，犼

式中：

犛犮＝κ
２犇２犺ｓｉｎｈ（珔ψ

（犽）
犻，犼）－κ

２犇２犺ｃｏｓｈ（珔ψ
（犽）
犻，犼）·珔ψ

（犽）
犻，犼；

犛狆＝κ
２犇２犺ｃｏｓｈ（珔ψ

（犽）
犻，犼）；

其中，犽是迭代次数；犻，犼是节点号。

然后应用有限控制容积法得到离散化方程

如下：

珔
ψ犻，犼＝（

Δ狔
Δ狓
·（珔ψ犻－１，犼＋珔ψ犻＋１，犼）＋

Δ狓

Δ狔
·（珔ψ犻，，犼－１＋

珔
ψ犻，犼＋１）＋犛犮Δ狓Δ狔）／（α２（

Δ狔
Δ狓
＋
Δ狓

Δ狔
）－犛狆Δ狓Δ狔））

式中：Δ狓，Δ狔是计算中使用的步长；α是调节系数。

最后，将犛犮，犛狆 的表达式代入上式，采用高斯

塞代尔迭代法求解即可得到珔ψ（珚狓，珔狔）的数值解。

将珔ψ（珚狓，珔狔）代入方程（１５），即可求得速度珔狌（珚狓，珔狔）

的数值解。

４　讨　论

　　利用上述模型，本文对微流道内的压力驱动

流进行了仿真。为了验证模型的准确性，将上述

的电动理论模型得到的数值模拟结果与参考文献

［１２］中的试验结果进行对比。为了避免由于流道

截面形状和表面粗糙度而引起的复杂性，试验中

使用了由两块平行、光滑的硅板形成的流道（如图

１所示），硅板的长度是３０ｍｍ，宽度是１４ｍｍ，厚

度是１ｍｍ；表面粗糙度大约为２０ｎｍ；试验温度

是２１ ℃；试验中微流道的长是３０ｍｍ，宽是

５ｍｍ，流道高度分别是１４．１μｍ，２８．２μｍ和４０．

５μｍ；试验用到的溶液分别是１０
－２Ｍ 的 ＫＣｌ溶

液，１０－４Ｍ 的 ＫＣｌ溶液和去离子水（ＤＩＵＦ Ｗａ

ｔｅｒ）。

４．１　速度图形

图２表示浓度为１０－６Ｍ的ＫＣｌ溶液，流道高

度为２８．２μｍ，压力梯度不同时，１／４矩形微流道

中高度方向上考虑电动效应时的速度图。从图中

可以看出，速度分布仍然是抛物线流型，速度随压

差的增大而增大。

４．２　压力梯度与雷诺数之间的关系

经常用来表征流体流动特性的一个无量纲参

数是雷诺数，它表征流体内部粘度特性，定义为

犚犲＝ρ
狌ａｖｅ犇犺

μ

本文应用以上模型和数值算法计算了三种高

度的流道中，三种溶液（浓度为１０－２Ｍ，１０－４Ｍ 的

ＫＣｌ溶液和去离子水）的压力梯度与雷诺数之间
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图２　当犆＝１０
－６Ｍ，２犎＝２８．２μｍ时，四分之一流

道截面上高度方向上的速度图

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｈｅｉｇｈｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｉｎａｑｕａｒ

ｔｅｒｏｆｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｍｉｃｒｏｃｈａｎｎｅｌｗｉｔｈ犆＝

１０－６Ｍ，２犎＝２８．２μｍ

的关系，并将仿真得到的结果同参考文献［１２］中

的试验测量值进行了对比，对比结果见图３。从

图中可以看出，模型预测值与试验值基本吻合。

４．３　电动效应对摩擦系数的影响

矩形流道中流体流动的 Ｄａｒｃｙ摩擦因子

［１０］为：

犳＝
（－ｄ犘／ｄ狕）犇犺

ρ狌
２
ａｖｅ／２

＝
２犇犺

ρ狌
２
ａｖｅ

Δ犘
犔

则摩擦系数为：

犆犳＝犳·犚犲＝
２犇２犺

μ狌ａｖｅ

Δ犘
犔
＝
－２ｄ珚犘／ｄ珔狕
珔狌ａｖｅ

宏观流体理论中，矩形流道内液体摩擦系数

只与流道的深宽比有关。假设矩形流道的深宽比

为α＝犎／犠，则摩擦系数的拟合公式为
［１７］：

犆犳＝９６×（１－１．３５５３×α＋１．９４６７×α
２－

１．７０１２×α
３＋０．９５６４×α

４－０．２５３７×α
５）

将三种流道深宽比的值代入上式，可得到无

（ａ）２犎＝１４．１μｍ

（ｂ）２犎＝２８．２μｍ

（ｃ）２犎＝４０．５μｍ

图３　流道高度２犎 分别为：１４．１μｍ，２８．２μｍ 和

４０．５μｍ时，ｄ犘／ｄ狕～犚犲的试验结果和仿真结

果对比图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｌｙｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ

ｄ犘／ｄｚ～Ｒｅｗｉｔｈｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｔｈｅ

ｔｈｒｅｅｏｆｍｉｃｒｏｃｈａｎｎｅｌｓ２犎＝１４．１μｍ，２犎＝

２８．２μｍ，２犎＝４０．５μｍ

电动效应时液体摩擦系数分别是９５．６３４６，

９５．２７２１和９４．９５８４。然而，我们的模型显示微

尺度下考虑电动效应时三种流道内液体的摩擦系

数均高于无电动效应时的摩擦系数，且固液界面

上的ζ电势，电解质溶液浓度对摩擦系数均有影

响。
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（ａ）２犎＝１４．１μｍ

（ｂ）２犎＝２８．２μｍ

（ｃ）２犎＝４０．５μｍ

图４　流道高度２犎 分别为：１４．１μｍ，２８．２μｍ 和

４０．５μｍ时，摩擦系数犆犳随雷诺数犚犲的变化

关系

Ｆｉｇ．４　ＦｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＲｅｙｎｏｌｄｓ

ｎｕｍｂｅｒｉｎｔｈｅｔｈｒｅｅｏｆｍｉｃｒｏｃｈａｎｎｅｌｓ：ａ）２犎

＝１４．１μｍ，ｂ）２犎＝２８．２μｍ，ｃ）２犎＝４０．５μｍ

　　图４表示三种高度的微流道中，１０
－２Ｍ 的

ＫＣｌ溶液，１０－４Ｍ的ＫＣｌ溶液和去离子水的摩擦

系数犆犳 与雷诺数犚犲之间的关系。这里假设相

同温度下，电解质溶液的粘度与浓度无关［１８］。仿

真结果显示：图４所示的犚犲变化范围内，液体摩

擦系数基本不随犚犲的变化而变化；同一流道中，

离子浓度较低的溶液的摩擦系数较高，这是由于

离子浓度较低的溶液，ζ电势较高，电动效应更强

的缘故。

５　结　论

　　本文应用电动理论模型研究了微流道内压力

驱动流的流动特性。没有使用线性ＤｅｂｙｅＨｕｃｋ

ｅｌ近似，而是应用有限控制容积法求解了二维

ＰｏｉｓｓｉｏｎＢｏｌｔｚｍａｎｎ方程和修正的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ

方程。对三种尺寸微流道中不同溶液的雷诺数与

压力梯度之间的关系进行了数值模拟，模型预测

值与试验值之差在５％之内。数值模拟结果表

明，微尺度下考虑电动效应时流道内液体的摩擦

系数高于无电动效应时的摩擦系数；同一流道中，

离子浓度较低的溶液，摩擦系数较高；液体的摩擦

系数基本不随犚犲的变化而变化。本文为微型压

力驱动泵有效控制方法的研究提供了理论依据。
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